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I Préambule

On a longtemps résumé les enjeux de l’école primaire par la formule : « Apprendre à lire, écrire et compter ». Les savoirs mathématiques apportés par cette première étape de la scolarité se trouvent ainsi condensés dans ce « savoir compter ». L’enjeu de cette synthèse est de rendre compte des avancées de la recherche sur les savoirs et savoir-faire arithmétiques. Elle retrace l’état actuel de nos connaissances, des habiletés les plus élémentaires jusqu’aux apprentissages complexes de la fin de l’école élémentaire. A cette fin, une approche multidisciplinaire a été privilégiée intégrant les apports de la psychologie, de la didactique, des sciences de l’éducation et de l’anthropologie.

Ces diverses disciplines ont établi que, bien avant tout enseignement systématique, les enfants développent des conceptions sur les nombres et des habiletés numériques qui semblent prendre leur source dans des prédispositions que les humains partagent avec les animaux. Les bébés eux-mêmes manifestent des compétences que certains n’hésitent pas à qualifier de numériques. Les peuplades primitives ont souvent élaboré des systèmes numériques beaucoup plus complexes qu’un examen sommaire le laissait penser. Comme de nombreux auteurs l’avancent aujourd’hui, nous sommes nés pour compter, et notre cerveau est prédisposé par l’évolution aux mathématiques (Butterworth, 1999).

L’hypothèse d’habiletés réellement numériques chez le bébé et le jeune enfant est, bien entendu, en désaccord avec la théorie de Piaget. L’impact de cette dernière sur la psychologie et les approches pédagogiques ainsi que les raisons de son abandon progressif seront analysés et discutés dans la partie II. La partie III présentera ce que l’on sait des habiletés proto-numériques des animaux et des bébés humains, et des systèmes numériques inventés par les peuples primitifs. La partie IV sera consacré aux premiers apprentissages (comptage, dénombrement, etc.) qui permettent à l’être humain de dépasser le stade proto-numérique. Les premières habiletés authentiquement arithmétiques d’addition et de soustraction se développent spontanément chez les jeunes enfants à partir de habiletés de dénombrement. Leur développement fera l’objet de la partie V. Ces premières parties auront établi que le langage est la fonction qui permet aux êtres humains de dépasser les limitations inhérentes aux instruments proto-numériques que nous partageons avec les autres espèces. La partie VI sera donc consacré aux rapports entre langage et mathématiques. Jusque-là limitée à l’étude de l’acquisition et de l’utilisation des entiers naturels, notre exposé abordera dans la partie VII les difficultés qu’entraîne dans les apprentissages l’introduction des nombres décimaux et des fractions. Enfin, la partie VIII résumera ce que l’on sait des processus engagés dans la résolution de problèmes. Les conclusions de ce travail et les orientations possibles qui en découlent clôtureront cette synthèse.

II La genèse du nombre chez l’enfant

Il est impossible d'évoquer la genèse du nombre et des habiletés numériques chez l'enfant sans évoquer les travaux de Piaget et de ses collaboratrices (Piaget & Szeminska, 1942 ; Piaget & Inhelder, 1959). L'objectif de Piaget était de montrer que la construction de la notion de nombre ne dépend pas du langage, qui relevait pour lui des aspects figuratifs et statiques de la pensée, mais de l'action intériorisée devenue réversible, c’est-à-dire de ses aspects opératifs. L'hypothèse de Piaget était donc que le nombre est solidaire d'une structure d'ensemble sans laquelle il n'y a pas de conservation des totalités numériques. Ainsi, un nombre ne serait intelligible que dans la mesure où il demeure identique à lui-même quelle que soit la disposition des unités dont il est composé. C'est la raison pour laquelle Piaget a essentiellement étudié le nombre au travers de tâches dites de conservation. La conservation du nombre résulterait d'une coordination des diverses dimensions en jeu (l’espace occupé par une collection et la densité) et relèverait d'une pensée opératoire et logique.

Il convient de noter qu’avant 1970, l’approche pédagogique retenue pour le nombre est en réalité centrée sur les aspects verbaux et représentationnels auxquels Piaget dénie tout rôle dans le développement. Par exemple, on peut lire dans les instructions officielles de 1945 que « …pour avoir véritablement la notion d'un nombre, il faut pouvoir le reconnaître sous ses aspects divers; connaître son nom, sa figure, sa constitution. ». Le nombre se confond alors avec la collection : c'est tout à la fois un mot, un signe, une collection, une constellation. A l’inverse, à partir de 1970, on cherche à définir le nombre en référence à une conception ensembliste qui correspond par ailleurs dans ses grandes lignes à la conception développée par Piaget d’une synthèse de l’inclusion des classes et de la sériation. Ainsi, avant 1970, les nombres sont étudiés les uns après les autres et, à l'occasion de l'étude de chacun d’eux, sont précisées les règles d'écriture et les résultats relatifs aux opérations: c'est l'ordre des nombres qui détermine la progression. Au contraire, après 1970, ce sont les notions qui vont servir de trame à la progression (classement, rangement, correspondance terme à terme). Cette conception se veut une transposition de la « définition » des nombres naturels dans le cadre de la théorie des ensembles. On y retrouve aussi l’importance que Piaget accorde à l’action dans le développement cognitif (« les manipulations nombreuses d’objets ») et aux premières étapes de sa construction.

Bien qu'ayant eu une énorme importance tant en psychologie qu'en pédagogie, l'approche "logiciste" de Piaget semble ne pas pouvoir être retenue comme cadre explicatif des premières acquisitions de l'enfant. D'une part, la tâche de conservation du nombre a reçu d'innombrables critiques (pour une revue, Fayol, 1990). Les évidences empiriques suggèrent que la réussite à cette tâche ne relève pas de la logique opératoire que Piaget y décelait et qu’elle n’a pas le caractère essentiel qu’il lui prêtait. La conservation du nombre ne semble pas déterminer directement l'acquisition d'autres concepts ou habiletés numériques, ni contribuer à aucune rupture décelable dans les progrès de l'enfant en ce qui concerne le nombre et l'arithmétique. D'autre part, il a été établi que, bien avant l'accès au stade opératoire concret, les enfants d'école maternelle manifestent un large éventail d'habiletés numériques comme le comptage, le dénombrement, et même la résolution de problèmes additifs simples préalablement à tout apprentissage académique (Siegler, 1996). Considérer ces habiletés comme purement verbales et sans lien avec la compréhension réelle de la notion de nombre n'est possible que si l'on adhère au cadre théorique structuraliste et logiciste qui guidait la pensée de Piaget.

Or, ce cadre théorique a lui-même été fortement remis en cause. D’une part, les études développementales ont totalement modifié la conception d’un jeune enfant prisonnier d’une pensée égocentrique et irrationnelle. Il a en effet été établi que, lorsque les tâches n’entraînent pas de surcharge mémorielle et font appel à des domaines dans lesquels ils disposent de connaissances, les enfants sont capables de raisonner sur des relations causales simples dès 3 ou 4 ans (Das Gupta & Bryant, 1989), de mettre en œuvre des raisonnements par analogie (Goswami, 1992), voire même des raisonnements propositionnels (Markovits & Barrouillet, 2002). D’autre part, il est apparu que le raisonnement adulte ne se conforme pas aux normes de la logique formelle et que Piaget avait largement surestimé son caractère rationnel (Evans & Over, 1996). Ces constats affaiblissent d’autant l’importance d’une supposée rupture développementale aux alentours de 7 ans marquée par l’accès à une première forme de logique concrète et dont l’indice le plus fiable seraient la conservation du nombre. Bien qu’aujourd’hui largement abandonnée, l’approche piagetienne aura fortement contribué à renouveler notre conception des rapports entre l’enfant et le nombre. D’une part, la découverte par Piaget d’une intelligence préverbale chez le bébé a largement ouvert la voie aux études contemporaines qui ont mis en évidence tant de compétences numériques précoces chez le nourrisson. D’autre part, l’attention portée par Piaget à une compréhension du nombre allant au delà de la simple maîtrise d’habiletés d’énumération, de dénombrement ou de calcul conserve toute sa valeur dans un système scolaire où l’apprentissage de l’arithmétique est désormais le préambule à celui de systèmes mathématiques infiniment plus complexes et abstraits.
Nonobstant, dès le début des années 1980, de nombreux travaux de recherche mettent en doute l’efficacité de l’approche « mathématicienne » de la réforme de 1970 qui sous-estime le rôle du comptage et du dénombrement et ne prend pas en compte les compétences déjà élaborées par les enfants. La partie suivante sera donc consacré aux prémisses du nombre chez l’animal et le bébé humain. Les systèmes numériques imaginés par les peuplades primitives recevront une attention particulière. En effet, ils reflètent sans doute les conceptions spontanées dont les jeunes élèves sont porteurs.

III Les prémices du nombre

Les capacités numériques chez l’animal

La capacité à se représenter et à raisonner sur les numérosités n'est pas spécifique aux êtres humains. Les animaux font également preuve de certaines capacités que l'on peut rapprocher de celles qui ont pu être mises en évidence chez le bébé (Vauclair, 2000). En effet, les animaux peuvent discriminer différentes numérosités (Church & Meck, 1984), dénombrer des collections d'objets (Boysen & Berntson, 1989), et effectuer certains calculs arithmétiques (Rumbaugh, Savage-Rumbaugh et Hegel, 1987).

Les capacités numériques chez le bébé

Parallèlement à ces travaux chez les animaux, un grand nombre de recherches se sont développées en psychologie au cours des 20 dernières années afin d’étudier les processus de pensée chez les bébés et comprendre ainsi la structure de la pensée avant toute influence du langage ou de la culture. Trois grandes habiletés ont été observées chez les bébés: la discrimination de quantités, l'appariement de collections selon leur taille et la manipulation des quantités.

Ainsi, dans une expérience princeps, Starkey et Cooper (1980) ont montré que des bébés de 5 mois pouvaient discriminer des collections de 2 vs de 3 objets. Antell et Keating (1983) ont retrouvé les mêmes résultats avec des bébés âgés seulement de 1 à 3 jours. De nombreuses études ont répliqué ces résultats quelle que soit la manipulation des conditions de présentation des objets (Starkey, Spelke & Gelman, 1990). Cependant, pour des quantités supérieures à 3, les résultats sont beaucoup moins clairs. Par exemple, les bébés de 10-12 mois ne pourraient pas discriminer 4 de 5 (Strauss & Curtiss, 1981).

Une preuve supplémentaire des capacités numériques innées provient des recherches portant sur l'appariement de collections selon leur taille. Les bébés sont capables d'associer des collections ayant la même taille et ceci bien que ces collections aient été présentées dans des modalités sensorielles différentes (visuelle vs auditive ; Starkey, Spelke & Gelman, 1990). Cependant, ces résultats n'ayant pu être répliqués, leur validité est encore discutée (Moore, Benenson, Reznick, Peterson & Kagan, 1987).

Au-delà de ces capacités de discrimination et d'appariement, d'autres études ont montré les capacités de manipulation des nombres dont font preuve les bébés. En 1992, dans une série d'expériences, Karen Wynn a montré que des bébés de 5 mois étaient capables d'effectuer des calculs (addition et soustraction) sur de petites quantités (e.g., 1+1 ou 2-1). Ces résultats ont été répliqués de nombreuses fois (Uller, Carey, Huntler-Fenner & Klatt, 1999). Afin de tester si les enfants ne répondaient pas en fonction de la localisation spécifique de l'objet, Koechlin, Dehaene et Mehler (1996) placèrent les objets sur un disque mobile. Ainsi aucun objet n'avait une position définie dans l'espace. Les mêmes résultats que ceux de Wynn (1992) furent obtenus. Bien que les résultats aient été répliqués, l'interprétation qu'en donne Wynn est très fortement contestée (Wakeley, Rivera & Langer, 2000). L'interprétation alternative proposée est que les bébés de 5 mois ne se basent pas sur une représentation numérique mais sur une représentation spatio-temporelle de la situation.

Les capacités numériques chez les peuplades primitives

De façon très intéressante, les études anthropologiques ont également mis en évidence chez des peuplades primitives des capacités numériques élémentaires similaires à celles des bébés. L’opposition entre peuples civilisés et peuples primitifs qui s’articule, entre autres, sur une opposition entre mentalité logique et mentalité pré-logique doit beaucoup aux considérations des ethnographes de la fin du 19e siècle et du début du 20e. Lévy-Bruhl (1912), par exemple, a fixé pour longtemps la forme canonique d’un tableau de l’humanité où « ceux qui sont au plus bas de l’échelle des êtres humains » (Tylor, 1871), possèdent une série de numéraux très limitée (quand ils en possèdent une) à laquelle correspond la quasi-inexistence d’un intérêt pour la numération. Le « primitivisme » sous-jacent à cette conception qui considère que les systèmes les plus primitifs sont les plus simples et que le comptage dans les sociétés sans écriture serait immergé dans le concret, confinant ainsi bien des peuplades à la fameuse suite « un, deux, trois, beaucoup », perdure encore dans les travaux de synthèse les plus répandus (Ifrah, 1994).

Or, de nombeurx travaux d'africanistes montrent l’omniprésence de systèmes numériques dans des groupes qui font peu de cas de leurs procédés de calcul et de leur système de numération (Fainzang, 1985). De même, les Jivaros ne possèdent de noms que pour les quatre premiers nombres, le cinquième se disant « j’ai fini la main ». Toutefois l’usage des deux mains et des pieds permet une série exprimable en parole qui équivaut à « vingt ». Au-delà, tout Jivaro qui veut exprimer un multiple de dix frappera l’une contre l’autre les deux mains fermées autant de fois que nécessaire en y ajoutant le nombre de doigts requis par l’expression des unités additionnelles. La monographie anthropologique de Mimica (1988) sur les Iqwaye de Papouasie Nouvelle-Guinée, peuple resté à l’écart de la civilisation occidentale jusqu’à la fin du 20ème siècle, permet d’aller au-delà de l’idée d’un simple substitut gestuel (un doigt pour « un ») à un système numérique pauvre et incomplet, utilisé simplement à des fins pratiques immédiates. Les Iqwaye disposent eux aussi d’une numération parlée accompagnée d’une numération figurée (gestuelle). Seuls les quatre premiers nombres sont désignés par des termes spécifiques, mais le système repose en fait sur la base 20 (représentée par l’ensemble des doigts du corps humain) avec 5 comme base auxiliaire (représentée par les doigts d’une main). Elle rejoint en cela bien d’autres systèmes établis sur les mêmes bases. Mais si la totalité des doigts représente le nombre 20 et équivaut à « un homme » chaque doigt ou orteil est lui-même identifié à un individu humain. Chacun d’entre eux peut donc à son tour figurer 20 et l’ensemble d’un corps humain 400. Il s’ensuit que des nombres élevés peuvent être atteints en poursuivant un comput qui fonctionne par « application » de l’ensemble des doigts et des orteils sur chacun d’entre eux. Ces études anthropologiques attestent de l’existence de systèmes numériques plus ou moins élaborés, y compris dans les sociétés présentées comme les plus « primitives ».

En conclusion, il reste de nombreuses interrogations sur les capacités numériques élémentaires et aucun modèle ne permet actuellement de rendre parfaitement compte de toutes les observations. Ce que nous savons est que les bébés, les peuplades primitives et les animaux sont capables de détecter certains types de propriétés auxquelles les enfants plus âgés et les adultes de nos sociétés peuvent attacher des représentations numériques. Si certains résultats peuvent être interprétés comme montrant l'existence de capacités numériques innées, produit de l'évolution des espèces, ces capacités ne seraient qu'un point de départ. Les connaissances mathématiques plus complexes que l'être humain a développé au cours de son histoire vont bien au-delà de ces fondements et font appel à des systèmes numériques dont l’acquisition par les enfants fera l’objet de la partie suivante.

IV Les premiers apprentissages

L’acquisition de la chaîne verbale

Dans nos sociétés, la numération, orale ou écrite, mobilise un système linguistique (i.e. verbal) faisant intervenir un lexique et des règles de combinaison. En effet, les systèmes verbaux sont des systèmes conventionnels reposant sur deux grands principes : la lexicalisation qui est un processus élémentaire associant à une cardinalité une dénomination et une seule (e.g., cinq; seize); l'utilisation d'une syntaxe correspondant à des règles combinatoires et permettant à l’infini d’élaborer des dénominations complexes correspondant à n’importe quelle cardinalité (e.g., six cent soixante-quinze millions trois cent dix mille deux). Dans le cas du nombre, les règles sont additives ou multiplicatives (Power & Longuet-Higgins, 1978). Le système numérique oral français repose en premier sur la lexicalisation pour les nombres allant jusqu'à 16 puis sur une syntaxe codant des relations additives jusqu'à 79 (e.g., vingt-cinq = vingt + cinq) et enfin sur une syntaxe combinant les relations additives et multiplicatives (e.g., quatre cent six = quatre x cent + six).

La chaîne verbale orale s'acquiert entre deux et six ans. Fuson, Richards et Briars (1982) ont établi que les suites numériques produites par les enfants en cours d'apprentissage s’organisent initialement suivant trois parties. Dans la première, stable et conventionnelle, les éléments reviennent toujours et correspondent à ce que produisent les adultes. Cette partie s'accroît avec l'âge, surtout à partir de 4 ans et demi. La deuxième partie, stable et non conventionnelle, ne correspond pas à la séquence utilisée par les adultes, mais se reproduit à l'identique d'un essai à l'autre. Elle concerne surtout les nombres entre 10 et 19. La troisième partie, ni stable ni conventionnelle, change d'un essai à l'autre. Pour Fuson et al. (1982), cette construction progressive de la suite numérique reflète d’abord un apprentissage par cœur de type sériel. De ce fait, elle est lente et difficile et les différences interindividuelles sont faibles. A partir de 4 ans et demi, le nombre de formes verbales disponibles augmente rapidement et certains enfants commencent à utiliser un système de dénomination fondé sur les règles de la combinatoire. Les différences interindividuelles se creusent alors entre les enfants utilisant déjà la combinatoire et ceux qui en sont encore à l'apprentissage par cœur.

En situation de production verbale, les enfants de cinq ans présentent des niveaux différents d’organisation de la chaîne numérique. Ainsi, certains en sont au niveau qualifié par Fuson et al. (1982) de «chaîne insécable». Les items, individualisés, ne peuvent être traités que suivant l'ordre strict dans lequel ils ont été appris. D’autres enfants ont déjà atteint le niveau  «chaîne sécable». L'entrée dans la chaîne est alors possible à n'importe quel endroit. L'enfant peut compter "à partir de..." et "jusqu'à ...". En principe, ce niveau est atteint par tous les enfants de six ans. A partir de 6-7 ans, les enfants peuvent compter n nombres à partir de x ou compter de x à y, plus facilement en avant qu’à rebours. Ce niveau est appelé par Fuson, le niveau «chaîne terminale ou adulte».

Les processus de quantification

L’acquisition de la chaîne numérique sera consolidée par son utilisation dans les activités de quantification. Trois processus de quantification ont été distingués: le dénombrement, le subitizing et l'estimation (Camos, 1999; Dehaene, 1997; Geary, 1994).

En ce qui concerne l'émergence du dénombrement dans l'enfance, deux points de vue théoriques s'opposent: la théorie dite des "principes en premier" et celle dite des "principes après". La théorie des principes en premier affirme que les principes guidant le dénombrement seraient innés. Ces principes, définis par Gelman et Gallistel (1978), sont au nombre de cinq: le principe de correspondance un à un (chaque élément de la collection à dénombrer est associé à une seule étiquette); le principe d'ordre stable (la suite des étiquettes constitue une liste ordonnée); le principe de cardinalité (la dernière étiquette utilisée représente le cardinal de la collection); le principe d'abstraction (l'hétérogénéité des éléments n'a pas d'impact sur leur dénombrement); le principe de non-pertinence de l'ordre (l'ordre dans lequel les éléments sont dénombrés n'a pas d'incidence sur le cardinal de la collection). Selon ce modèle, ces principes de dénombrement contraindraient l'action et permettraient de reconnaître les procédures légitimes.

Par opposition à la théorie des "principes en premier", la théorie des "principes après" postule que les principes sont progressivement abstraits d'une pratique répétée des procédures de dénombrement acquises par imitation (Fuson, 1988). Le dénombrement serait d'abord une activité sans but, une routine, et l'enfant ne découvrirait que progressivement le lien avec la cardinalité. L'émergence de ce lien trouverait son origine dans le subitizing.

Le subitizing est un processus perceptif rapide et sûr d'appréhension immédiate de la quantité pour les petites numérosités, i.e. inférieures à 3 ou 4 objets (Mandler & Shebo, 1982). Divers modèles ont été proposés afin d’expliquer cette différence de traitement entre les collections inférieures à 4 et celles qui sont supérieures à 4 objets. Mandler et Shebo (1982) proposent que le subitizing repose sur la reconnaissance de configurations canoniques, ou patrons perceptifs. Pour leur part, Gallistel et Gelman (1992) défendent un point de vue radical selon lequel le subitizing ne serait rien d'autre qu'un dénombrement très rapide utilisant des étiquettes non verbales. Enfin, d'autres auteurs pensent qu'il relèverait de l'application d'un processus général d'estimation. En une ou deux secondes, les adultes peuvent estimer la numérosité d'une collection pouvant aller jusqu'à plusieurs centaines de points, sous réserve d'entraînement (Krueger, 1982). La variabilité dans l'estimation s'accroît avec la numérosité. L'empan du subitizing serait alors simplement l'intervalle dans lequel l'estimation est suffisamment précise pour produire un seul candidat. 

Bien que ces auteurs fassent l'amalgame entre subitizing et estimation, ils n'expliquent toutefois pas le processus permettant l'estimation. Si quelques modèles mathématiques ont été proposés pour expliquer ce processus (van Oeffelen & Vos, 1982), l’estimation tout comme le subitizing restent des processus encore mal connus.

Comme nous le verrons, l’acquisition de la chaîne numérique verbale et son usage dans les processus de quantification sont déterminants pour les apprentissages arithmétiques et mathématiques ultérieurs. Contrairement à ce qu’avançait Piaget, ces habiletés verbales ne sont pas de simples routines dénuées de sens pour l’enfant. Elles constituent en réalité les éléments à partir desquels s’édifient les acquisitions ultérieures. Comme le montrera la partie suivante, c’est en effet à partir de leurs habiletés de dénombrement que les enfants élaborent spontanément des stratégies de résolution des opérations arithmétiques.

V L’émergence des outils arithmétiques

La conception traditionnelle issue de Piaget considérait que l'enfant n'a pas accès à la compréhension des concepts élémentaires de l'arithmétique avant le stade des opérations concrètes, atteint vers 6 ou 7 ans. Toutefois, les travaux sur le bébé et le jeune enfant ont montré que très tôt les humains disposent d’une compréhension intuitive des additions et soustractions simples (Wynn, 1992). Bien que cette position ne soit pas universellement acceptée, il est par contre clair que dès 5 ans, et avant tout enseignement formel, beaucoup d'enfants de diverses cultures résolvent des problèmes arithmétiques simples (i.e., additions et soustractions de nombres à 1 chiffre) à l'aide du comptage (Siegler & Jenkins, 1989). Il est intéressant de noter que les stratégies utilisées par les jeunes enfants dérivent de leur habileté préexistante à dénombrer des collections. Bien qu'il existe des différences liées à la culture (Saxe, 1982), et même au sexe (Carr, Jessup & Fuller, 2001) dans les stratégies utilisées, il existe d'importantes ressemblances dans le développement de l'arithmétique chez l'enfant (Geary, 1994).

Les opérations simples

Pour résoudre les additions simples comme 4 + 3, les enfants disposent de cinq classes générales de stratégies: l'utilisation d'objets, le comptage sur les doigts, le comptage verbal, les décompositions et enfin la récupération directe en mémoire du résultat (Carpenter & Moser, 1983; Siegler, 1987). Les mêmes classes de stratégies sont observées pour la soustraction, auxquelles il faut en ajouter une faisant appel à l'addition indirecte correspondante (e.g., 3 + ? = 7 pour résoudre 7 - 3; Baroody, 1984).

En ce qui concerne les additions simples, Fuson (1982) a montré que les enfants, dès l'âge de 3 ans, peuvent utiliser des objets pour répondre à des questions telles que "combien font 3 gâteaux et 2 gâteaux ?" en matérialisant chaque nombre à additionner par une collection d'objets et en dénombrant la collection résultante à l'aide du pointage manuel. Cependant, les enfants de 4 et 5 ans utilisent plus fréquemment le comptage sur les doigts ou le comptage verbal pour résoudre les additions simples (Siegler & Shrager, 1984).

La transition du comptage sur les doigts au comptage verbal est progressive et dépend principalement de la capacité de l'enfant à contrôler mentalement le déroulement du calcul et à conserver une trace de ce qui a déjà été et de ce qui reste à compter. En ce qui concerne les stratégies verbales, les enfants d'école maternelle semblent utiliser le plus fréquemment les stratégies "counting all" et "counting on". La première consiste à compter les deux nombres en partant de 1. Ainsi, 3 + 4 est résolu en comptant à haute voix 1, 2, 3, puis en poursuivant par un nombre de pas équivalant au second opérande: 4, 5, 6, 7. La seconde consiste à débuter le comptage à partir du premier opérande: 3, 4, 5, 6, 7. La stratégie de comptage verbal la plus sophistiquée s'apparente à la précédente, mais consiste à compter non plus à partir du premier mais à partir du plus grand des deux nombres (dite aussi stratégie min, pour minimum, Groen & Parkman, 1972). Cette stratégie min semble privilégiée par les enfants de CP et CE1 (Groen & Parkman, 1972).

Les mêmes grandes classes de procédures de résolution sont observées pour la soustraction. Dès 4 ou 5 ans, beaucoup d'enfants sont capables de résoudre des soustractions simples à l'aide de matériel manipulable. Trois stratégies principales ont été décrites (Carptenter & Moser, 1984). La première, dite "separate from", consiste, pour calculer 5 – 3, à ôter 3 objets d'un ensemble de 5 et à dénombrer le résidu. La seconde, "adding on", consiste à placer 3 objets, puis à ajouter des objets jusqu'à obtention d'un ensemble de 5. Le nombre d'objets ajoutés constitue le résultat. La troisième, "matching", consiste à placer deux ensembles de 5 et 3 objets en correspondance terme à terme et à dénombrer les objets isolés.

Il est intéressant de noter que, même chez de jeunes enfants, la sélection de la procédure de résolution des additions et des soustractions est fonction du problème posé. Par exemple, la question "Jean a 5 billes, il en donne 3 à Luc, combien lui en reste-t-il ?" sera préférentiellement résolue par une stratégie "separate from", alors que le problème "Jean a 5 billes, Luc a 3 billes, combien Jean a-t-il de billes de plus que Luc" le sera par mise en correspondance des deux ensembles (Carpenter & Moser, 1983; De Corte & Verschaffel, 1987; Riley, Greeno, & Heller, 1983). Cette adaptativité témoigne de ce que l'arithmétique intuitive des enfants de l'école maternelle repose en partie sur une représentation analogique des situations problèmes qu'ils ont à résoudre. Les stratégies de comptage sur les doigts ou de comptage verbal sont la reproduction de ces stratégies élémentaires.

Il est important de noter que ces stratégies ne sont pas enseignées aux enfants mais qu'ils les découvrent par eux-mêmes (Siegler & Jenkins, 1989). Ainsi, lorsque l'enfant entre à l'école primaire, il a déjà une longue expérience de la pratique de l'addition et a développé diverses stratégies.

La stratégie la plus efficace, c'est-à-dire la plus rapide et la plus sure, est la récupération directe du résultat en mémoire. L'utilisation récursive des procédures de comptage pour résoudre un même problème conduirait à une association en mémoire à long terme du problème avec le résultat. Lorsque cette association est suffisamment forte, le résultat serait directement activé par la présentation des opérandes et récupéré en mémoire. Cependant, la récupération de ces faits numériques semble plus fréquente pour l'addition que pour la soustraction qui demeurerait principalement résolue par des procédures de comptage.

A l'inverse des additions et soustractions, les multiplications et divisions ne semblent pas accessibles à l'arithmétique intuitive des enfants d'âge préscolaire. Il n'existe donc pas de développement spontané de procédures de comptage pour ces opérations. Ceci est probablement lié à une difficulté conceptuelle supérieure et au fait qu'il n'existe pas pour la multiplication (et a fortiori pour la division) d'algorithme de calcul suffisamment fiable et rapide (Roussel, Barrouillet, & Fayol, 2002). Les multiplications simples semblent principalement acquises par apprentissage par cœur des tables (Geary, 1994), et les résultats récupérés directement en mémoire. La division a été la moins étudiée des quatre opérations. Les enfants semblent utiliser deux stratégies principales de résolution. La première consiste en une récupération des faits multiplicatifs associés (Campbell, 1997). La seconde s'appuie sur l'addition récursive du diviseur jusqu'à atteinte du dividende.

Les opérations complexes

Nous entendrons ici par opérations complexes les opérations sur des nombres à plusieurs chiffres dont la résolution passe habituellement par des algorithmes de calcul reposant sur la notation positionnelle. Les recherches dans ce domaine sont rares. La plupart des études se sont limitées à la description des erreurs les plus fréquemment commises par les enfants dans l'utilisation de la retenue, erreurs souvent appelées bugs (VanLehn, 1990). Manifestement, des recherches supplémentaires sont nécessaires pour identifier avec précision les difficultés que rencontrent les enfants, les déterminants de ces difficultés et les moyens d'y remédier. 

Les modèles développementaux

Les modèles traditionnels concevaient le développement de l'arithmétique comme une succession de stades caractérisés chacun par un type de stratégie. Par exemple, le min model de Groen et Parkman (1972) postulait que les jeunes enfants utilisent la stratégie counting all, que les enfants de 6 et 7 ans utilisent la stratégie min et que les enfants plus âgés et les adultes utilisent la stratégie de récupération directe du résultat en mémoire. Toutefois, cette conception est aujourd'hui largement abandonnée.

Selon Siegler (1996), les enfants disposent à tous les âges d'une gamme étendue de stratégies, même pour résoudre les problèmes en apparence les plus simples, comme les additions de nombres à 1 chiffre. Le problème se pose alors de savoir comment est sélectionnée une stratégie particulière pour un problème donné. Selon Siegler (1996), le choix des stratégies est un processus qui s'accompagne de cinq phénomènes fondamentaux : la variabilité, l'adaptativité, le changement, les différences individuelles, et enfin la généralisation. La variabilité renvoie au fait que les individus utilisent une variété de stratégies, même pour résoudre un même problème. Ce choix de stratégie est adaptatif : les individus tendent à utiliser la stratégie la plus efficace et la moins coûteuse pour un problème donné. Le processus de changement renvoie au fait qu'au cours du développement, de nouvelles stratégies sont acquises, la fréquence d'utilisation des stratégies existantes se modifie, elles deviennent toujours plus précises et rapides, et enfin il y a un meilleur choix entre les stratégies disponibles. Les différences individuelles sont par ailleurs considérables. Siegler (1988) a par exemple décrit des élèves qu'il qualifie de "perfectionnistes" qui ne recourent à la récupération en mémoire que lorsqu'ils sont sûrs du résultat, ce qui les conduit à utiliser  fréquemment les procédures de comptage. Leurs performances ne sont cependant pas inférieures à celles des meilleurs élèves qui se caractérisent par un recours extrêmement fréquent à la récupération en mémoire. Enfin, le choix de stratégie nécessite que soient généralisées aux problèmes et situations nouvelles les leçons tirées des expériences passées.

Contrairement aux modèles antérieurs qui supposaient que le choix de stratégies était déterminé par l'utilisation consciente et délibérée de connaissances métacognitives (Flavell, 1981), le choix n'est pas ici lié à un quelconque homoncule ayant des connaissances sur les propriétés du système. Le choix dépendrait de la force d’association entre le problème à résoudre et les diverses réponses préalablement produites par le système, ainsi que d’informations stockées et automatiquement traitées sur la précision, la vitesse et le coût de mise en œuvre de chaque stratégie pour un problème donné. Ces informations seraient acquises à l’aide de processus associatifs élémentaires mis en œuvre lors des expériences passées (Siegler & Shrager, 1984 ; Siegler & Shipley, 1995).

La performance experte

Bien que les modèles disponibles supposent que le développement conduit à l'utilisation d'une stratégie unique de récupération des résultats en mémoire pour l'addition comme pour la multiplication, de nombreux faits conduisent à tempérer ce point de vue. Par exemple, LeFevre, Sadesky, et Bisanz (1996) rapportent que les adultes résolvent 30 % des additions simples par des procédures algorithmiques de calcul. Il semble en outre que les stratégies utilisées par les enfants dépendent fortement de l'environnement pédagogique et culturel et que le recours systématique à la récupération en mémoire dépende d'un apprentissage systématique des tables. Par exemple, Geary (1996) rapporte que les enfants chinois de CE2 s'avèrent extrêmement plus rapides que leurs homologues américains pour résoudre les additions. Il est apparu récemment que la différence entre enfants asiatiques et nord américains ne tient pas seulement aux pratiques scolaires mais à des différences culturelles dans l'importance que les parents accordent aux acquisitions arithmétiques et l'attention qu'ils portent aux progrès de leurs enfants (Campbell & Xue, 2001).

Enfin, les stratégies utilisées par les enfants ne dépendent pas seulement de l'environnement pédagogique mais aussi de la compréhension qu'ils ont des concepts qui sous-tendent ces procédures. La découverte par les jeunes enfants des procédures algorithmiques pour les additions simples ainsi que la maîtrise des algorithmes de résolution des opérations complexes par les élèves de l'école primaire sont largement déterminées par leurs connaissances conceptuelles sur les nombres, la notation positionnelle ou encore le sens et la nature des opérations (Fuson, 1990). Nous avons déjà mentionné la supériorité des enfants asiatiques sur les enfants nord-américains, mais aussi européens dans le domaine de l’arithmétique. Fuson et Kwon (1982) observaient que pratiquement tous les enfants coréens de cours élémentaire, dont les performances en résolution d'opérations sont excellentes, maîtrisaient aussi correctement la notation positionnelle, comprenaient l'organisation en base 10 des nombres, et étaient capables d'expliquer les procédures efficaces. Ces connaissances conceptuelles ont été observées dans d'autres pays asiatiques (Stevenson & Stigler, 1992). Parallèlement, les faibles performances des enfants nord américains en résolution d'opérations s'accompagnent en réalité d'une fréquente incompréhension de la notation positionnelle (Fuson, 1990). Il semble donc que les connaissances procédurales et conceptuelles sont étroitement liées. Dans une étude longitudinale du CP au CM1, Hiebert et Wearne (1996) ont montré que les enfants qui avaient la compréhension la mieux développée au mois de décembre de l'année de CP étaient ceux qui présentaient les habiletés procédurales les plus solides au CM1.

Les troubles de l'arithmétique

Les études sur les enfants présentant des difficultés en mathématiques mettent en évidence de nombreux déficits cognitifs qui affectent le comptage et les procédures arithmétiques qui en découlent, la récupération des faits numériques en mémoire, les connaissances conceptuelles et la mémoire de travail.

Les enfants présentant des difficultés en mathématiques se distinguent des autres par l'utilisation de procédures immatures pour résoudre les additions simples, comme la stratégie counting all, et par un taux plus élevé d'erreurs. Ils recourent moins souvent que les autres à la récupération en mémoire des faits numériques et leurs récupérations sont plus souvent inexactes (Geary, Brown, & Samaranayake, 1991). Le retard développemental dans l'acquisition des procédures semble résulter en partie d'une immaturité dans la maîtrise des concepts sous-tendant le dénombrement. Toutefois, l'insuffisance des connaissances conceptuelles ne suffit pas à rendre compte de l'ensemble des déficits, comme les difficultés de récupération en mémoire. Ces dernières pourraient provenir d’une faible capacité en mémoire de travail qui entrave les processus d’encodage et de mémorisation (McLean & Hitch, 1999). Cependant, les troubles de la récupération en mémoire qui affectent les sujets en difficulté ne tiennent pas seulement à des problèmes lors de l'encodage, mais aussi lors de la récupération des connaissances en mémoire (Barrouillet, Fayol, & Lathulière, 1997).

L’évolution des stratégies de résolution des opérations met en évidence le rôle primordial que joue le langage dans la cognition numérique de l’être humain. Au départ verbales et gestuelles, ces stratégies évoluent vers de simples systèmes d’exploitation de la chaîne numérique verbale culminant dans la récupération d’informations en mémoire. Ainsi, les habiletés arithmétiques entretiennent des rapports étroits avec le langage, rapports dont l’analyse constitue le contenu de la partie suivante.

VI Langage et mathématiques

Dans la vie courante, la pratique des activités numériques est tellement associée à l'utilisation du langage que l'une et l'autre paraissent indissociables. Or, les données issues de la psychologie comparative, de la pathologie et de la psychologie du développement montrent que la relation entre langage et activités numériques est moins étroite qu'on ne le pense intuitivement. Ce constat oblige à reconsidérer le rôle du langage: intervient-il? Si oui quand? Comment? A propos de quelles activités (e.g. le comptage, le dénombrement, la résolution des opérations)?

Les relations complexes entre nombre et langage

Comme nous l’avons vu, les animaux, les nouveau-nés, les enfants d'âge scolaire et les adultes semblent disposer d'une capacité primitive et précoce d'évaluation approximative des quantités. Cette capacité étant préverbale, le problème se pose des relations qu'elle entretient avec les systèmes verbaux. 

Les descriptions de doubles dissociations (Butterworth, 1999) suggèrent que les capacités numériques peuvent être spécifiquement affectées par un trouble sans que les capacités langagières le soient, et inversement. Ce constat est un argument fort en faveur de l'indépendance de ces deux capacités. Ces données sont compatibles avec le modèle anatomo-fonctionnel, dit du "triple code" (Dehaene & Cohen, 2000). Ce modèle postule que trois types de représentations - sémantique analogique, verbale, arabe - associées au traitement des quantités sont disponibles, chacune susceptible de donner lieu à une atteinte spécifique; de là l'existence de doubles dissociations. Il permet d'interpréter les faits qui montrent l'existence de capacités préverbales approximatives d'évaluation des quantités, capacités indépendantes du langage. Il permet aussi de prévoir que les représentations en chiffres arabes, elles aussi non verbales, se comporteront différemment des représentations verbales. Il permet enfin de poser le problème des liaisons fonctionnelles entre ces différentes représentations. 

En ce qui concerne le rôle du langage dans les traitements numériques, il n'apparaît plus comme le médium supportant nécessairement et autorisant seul les traitements arithmétiques. Il faut donc s'interroger sur l'éventuel impact du langage sur la réalisation des activités arithmétiques. Certaines thèses postulent l'existence d'une représentation amodale (McCloskey, 1992) alors que d'autres considèrent que le langage est le mode privilégié de représentation des nombres (Brysbaert, Fias & Noël, 1998). Il existe indéniablement des relations entre activités arithmétiques et activités langagières. La difficulté tient à la délimitation et à la détermination de ces relations. Les données recueillies sont ambivalentes. Personne ne conteste plus l'existence dans la cognition arithmétique d'effets associés au langage. En revanche, l'interprétation de ces effets fait l'objet de controverses. Certains (Brysbaert & al., 1998) considèrent que les faits mis en évidence n'étayent pas clairement ou suffisamment l'intervention "centrale" du langage dans les traitements arithmétiques: la plupart des effets décrits pourraient provenir de l'impact des processus mis en œuvre lors du passage des formats d'entrée (e.g. verbal ou arabe) au format abstrait (ou analogique) sous lequel s'effectueraient les traitements. D'autres, au contraire (Campbell, 1994; Spelke & Tsivkin, 2001) défendent l'idée que certaines au moins des représentations numériques sont langagières. Il est actuellement difficile de trancher dans ce débat. 

L'évolution des relations entre nombre et langage

L'existence de capacités précoces d'évaluation des quantités a laissé penser que l'acquisition des premiers nombres devrait être rapide et facile. Il s'agirait d'établir des associations simples entre des étiquettes verbales et des quantités petites et peu nombreuses (e.g., un, deux et trois) qui sont très tôt discriminées. En fait, l'acquisition de la signification cardinale des noms de nombres soulève deux problèmes, qui ont été largement sous-estimés. Le premier concerne le caractère abstrait du codage de l'accroissement des quantités par les dénominations (English & Halford, 1995). Le second a trait au caractère catégoriel de l'emploi des termes du lexique des nombres (Mix, 1999). Les données des études développementales font apparaître que le passage du code analogique approximatif au code verbal précis constitue une étape difficile au cours de laquelle les enfants doivent acquérir, d'une part, la capacité à évoquer mentalement les quantités à partir des dénominations et cela indépendamment des caractéristiques concrètes des entités qui sont concernées et, d'autre part, la compréhension de ce que l'ordre des noms de nombre code de manière conventionnelle l'accroissement des quantités. Ces deux dimensions soulèvent chacune des problèmes spécifiques encore mal identifiés et étudiés, mais qui existent dans toutes les langues, comme l'atteste la lenteur équivalente de l'acquisition des premiers nombres (i.e. de un à dix) dans les cultures orientales et occidentales (Miller & Paredes, 1996). De plus, la mise en place des associations entre cardinalités et dénominations semble relever de mécanismes identiques à ceux qui interviennent dans les autres types de catégorisation. Le langage interviendrait au cours de cette étape comme un outil cognitif facilitant la constitution de la cardinalité.

Les comparaisons inter langues attestent que les enfants asiatiques (Chine, Corée, Japon, etc.) obtiennent des performances supérieures aux enfants occidentaux dans des épreuves d'arithmétique, même avant que l'école n'intervienne sur l'apprentissage. Cette supériorité paraît tenir au moins en partie au fait que le Chinois comme le Coréen et les autres langues de cette partie du monde présentent un système régulier (et décimal) de dénomination verbale des nombres entre dix et cent. Ceux-ci (e.g. trente-sept) sont élaborés en énonçant successivement le nombre de dizaines (e.g. trois dix) et le nombre d'unités (e.g. sept), soit "trois dix sept". Cette organisation facilite l'acquisition et l'utilisation de la suite verbale des noms de nombres. L'acquisition de la suite des noms de nombres, qui est, de un à dix, aussi lente et difficile pour les enfants asiatiques que pour les enfants occidentaux, devient ensuite plus ardue pour ces derniers. La structure même de cette suite contraint les enfants occidentaux en général et français en particulier à un apprentissage par cœur qui entraîne un retard croissant par rapport aux jeunes asiatiques. De plus, pour ce qui concerne plus spécifiquement les jeunes Français, les irrégularités de construction de soixante-dix, quatre-vingts et quatre-vingt dix ajoutent de nouvelles difficultés qui se traduisent par des erreurs et des retards supplémentaires dans l'apprentissage (Fayol, Camos & Roussel, 2000). Toutefois, ce retard pourrait n'être que verbal et n'avoir aucune incidence sur la représentation et le traitement des quantités. 

Une question fondamentale consiste à chercher à déterminer si les variations langagières influent sur les performances lors des activités arithmétiques. Ces variations langagières relèvent de deux grandes catégories: d'une part, celles qui ont trait aux différentes langues naturelles et, d'autre part, celles qui proviennent des individus présentant des troubles du langage au sein d'une communauté linguistique donnée. Les performances elles-mêmes concernent le dénombrement de collections, la résolution des opérations simples (e.g., dix plus sept) ou complexes (e.g., deux cent douze plus soixante cinq) et la constitution en mémoire des faits arithmétiques (e.g., 3 + 2 = 5 ou 3 x 2 = 6).

A ce jour, les recherches portant sur le dénombrement n'ont pas réussi à mettre en évidence qu'un trouble langagier était susceptible d'affecter soit l'activité elle-même soit la qualité de son résultat (i.e. la cardinalité). Tout au plus relève-t-on un retard transitoire dans sa maîtrise (Fazio, 1994). Les comparaisons portant sur des langues différentes sont rares et ne permettent pas de conclure quant à un éventuel impact du langage sur la réalisation du dénombrement.

La situation est bien différente en ce qui concerne la résolution d'opérations arithmétiques simples (e.g., l'addition ou la multiplication). Comme nous l’avons vu, ces opérations se résolvent soit en recourant à une procédure (e.g., pour m + n ajouter n fois un à m) soit en retrouvant en mémoire une association entre un couple d'opérandes et un résultat (e.g., 3 x 2 -> 6). Une question importante a trait à l'éventuel impact de la forme des éléments de la suite numérique sur la compréhension de la structure décimale des nombres et sur l'impact de celle-ci relativement à la résolution des opérations. Certaines caractéristiques du langage peuvent faciliter (Ho & Fuson, 1998) ou, au contraire, rendre plus difficile (Levine, Jordan & Huttenlocher, 1992) la résolution d'opérations simples. Par exemple, la structure des dénominations aide à décomposer ou recomposer des sommes ou des différences : la vérification de l'opération "VI = 5 + 1" est plus rapide que celle de "VI = 3 + 3" (Noël & Seron, 1997). Ce résultat suggère que certaines manipulations numériques sont effectuées sur des représentations intermédiaires qui dépendent des structures lexico-syntaxiques d'entrée qui influenceraient certains aspects du traitement des nombres et du calcul. La difficulté est de déterminer s'il s'agit de dimensions centrales, ayant trait à la qualité des représentations, ou de dimensions périphériques liées aux traitements des formats d'entrée et de sortie (Miller & Zhu, 1990). Toutefois, la formulation langagière ne constitue pas toujours une aide: dans certaines conditions et pour certaines populations, notamment celles qui sont issues de milieux défavorisés, la présentation non verbale des situations entraîne des performances meilleures que la présentation verbale.

Les faits arithmétiques, quant à eux, renvoient aux problèmes (additions, soustractions, multiplications) dont la solution ne requiert pas le recours à des processus de calcul. Le débat relatif au format, amodal ou modal, de stockage et de récupération des faits arithmétiques reste ouvert. Certaines thèses suggèrent un stockage indépendant de la modalité (McCloskey, 1992), d’autres défendent l’idée d’un format verbal unique de stockage des tables de multiplication et de quelques additions sous forme d’associations verbales (Dehaene & Cohen, 2000). Les dissociations décrites, les fortes corrélations entre troubles du langage et des faits arithmétiques mais aussi la mise en évidence d'effets d'amorçage constituent autant d'arguments en faveur d'un codage verbal des faits arithmétiques chez les adultes. A ces données s'en ajoutent d'autres ayant trait aux performances des enfants. La forme des mots-nombres influe sur leur vitesse de prononciation, laquelle détermine l'empan de la mémoire de travail (Ellis, 1992). 

Le langage peut ainsi avoir un effet indirect sur la cognition arithmétique. Les langues dans lesquelles la vitesse d'articulation des  noms de nombres est très élevée permettent de disposer de capacités plus importantes de mémoire de travail et, donc, à la fois, d'utiliser des procédures de résolution plus coûteuses (Ellis, 1992) et de mémoriser plus facilement les associations entre opérandes et résultats. Il s'ensuit probablement, à terme, que la représentation des faits arithmétiques et les processus de traitement s'en trouvent affectés et diffèrent d'une communauté linguistique à l'autre (Campbell, 1994). Cela ne signifie pas que d'autres facteurs n'interviennent pas, mais que la langue elle-même joue un rôle dans l'installation de certains aspects de la cognition arithmétique. Toutefois, l’existence d’une composante verbale dans la cognition arithmétique ne prouve pas que le calcul reste pris en charge chez les adultes par les (seules) fonctions langagières.

Différences linguistiques et transcodage

Savoir lire et écrire les nombres a toujours été un objectif important de l’école primaire, notamment de ses premières années (CP et CE, cycle 2 et début du cycle 3 aujourd’hui). Mais la préoccupation de faire de l’étude du système décimal, qui est à la base des écritures chiffrées, un domaine à part est plus récent. En effet, ce n’est qu’en 1970 que s’amorce une nouvelle approche de l’étude du système décimal qui continue d’inspirer l’enseignement actuel à travers deux caractéristiques : en faire un enseignement explicite, et un enseignement en grande partie déconnecté de celui du système métrique. L’apprentissage du système d'écriture des nombres est repensé dans l’optique de faire comprendre aux élèves le rôle joué par la notation positionnelle. La confrontation des enfants à des systèmes qui fonctionnent dans d'autres bases que la base dix est alors conçue comme une aide à l’apprentissage. Toutefois, la pratique a montré l’ampleur des difficultés rencontrées par de jeunes enfants tiraillés entre leur connaissance sociale des écritures de nombres et ces nouvelles écritures qui ressemblent à celles de la base 10, mais qui ne disent pas la même chose et ne se disent pas de la même manière. A partir de 1985, la tempête des bases non décimales se calme. Elle aura été le signe le plus marquant de la période dite des « maths modernes ». Les objectifs demeurent, mais les moyens pédagogiques se limitent à vouloir faire mieux comprendre directement (sans passer par d’autres bases) les écritures de nombres en base 10 et donc le système positionnel, en relation avec des pratiques de groupements et d’échanges qui lui correspondent.

Quoi qu’il en soit, il semble que les problèmes liés au transcodage et à la compréhension de la notation positionnelle chez les enfants de nos écoles soient davantage liés aux problèmes linguistiques générés par certaines spécificités du Français qu’à un véritable obstacle épistémologique ou didactique. La faible transparence de la base dix dans les langues occidentales influe négativement sur l'apprentissage de la numération écrite. Cette dernière ne comporte qu'un nombre limité de chiffres (10 : de 0 à 9) et recourt à la notation positionnelle pour coder les puissances de 10. En conséquence, plus la correspondance oral/écrit est régulière comme en Chinois (shi yi = dix un =11; er shi san = deux dix trois = 23), Coréen ou Japonais, plus l'acquisition de la numération écrite est facile et rapide (Miura, Okamoto, Kim, Chang, Steere & Fayol, 1994). La mise en évidence de difficultés d'apprentissage du code indo-arabe en relation avec la structure des dénominations verbales dans la langue maternelle pose le problème de leur influence à plus long terme (Fayol, Barrouillet & Renaud, 1996).

L'absence de transparence des systèmes verbaux occidentaux rend plus tardive et plus complexe la maîtrise du système par comparaison avec les performances des enfants d'Asie de sud-est. Toutefois, une fois automatisées, les associations entre cardinalités et dénominations ou combinaisons, les problèmes disparaissent ou deviennent négligeables, sauf peut-être en France où l'utilisation de dizaines complexes pour 70, 80 et 90 rend problématique l'acquisition et continue à produire des effets négatifs encore en troisième primaire, et même chez les adolescents en difficulté scolaire.

Les recherches conduites auprès d'enfants présentant des troubles du langage mettent en évidence que leurs performances sont relativement bonnes lorsqu'elles portent sur des données numériques en chiffres arabes (Donlan & Gourlay, 1999). Ces enfants manifestent le classique effet de distance symbolique lorsqu'ils doivent comparer des quantités exprimées soit sous forme analogique (e.g., dessins d'objets ou collections de jetons) soit en chiffres arabes. Ces données suggèrent que les tâches de jugement symbolique font appel à des représentations non verbales et sont traitées sans recodage verbal (Fazio, 1996).

Par contre, les recherches conduites auprès des enfants sourds ont révélé que ces derniers présentent des difficultés en mathématiques dont les causes semblent, paradoxalement, difficiles à identifier.

Les mathématiques chez l'enfant sourd

Une des causes possibles des faibles performances des enfants sourds serait leurs difficultés en lecture. En effet, lorsque les tests requièrent beaucoup de lecture, les performances en mathématiques sont corrélées avec la compréhension en lecture (Pau, 1995). De plus, de nombreux termes spatiaux sont utilisés en mathématiques. Ces termes représentent une difficulté particulière pour les enfants sourds (Durkin & Shire, 1991). Ils font aussi des confusions entre les mots-nombres (par exemple en anglais, entre "eighteen" et "eighty") principalement dues à la similarité phonologique (Secada, 1984). Enfin, les enfants sourds, comme tous les enfants ayant des troubles du langage, ont des difficultés particulières avec les connecteurs logiques comme "si", "parce que" et même avec des quantificateurs comme " quelques" ou "la plupart".

Si les difficultés en lecture des enfants sourds peuvent donc être une cause de leurs moindres performances en mathématiques, elles ne permettent néanmoins pas d'expliquer leurs faibles performances dans des tâches ne demandant pas de lecture comme les tâches de conservation (Watts, 1982) ou la Tour de Hanoï (Luckner & McNeill, 1994). De plus, les analyses corrélationnelles montrent que le degré de perte auditive n'a que très peu d'impact sur les scores aux tests mathématiques (Wood, Wood, & Howarth, 1983). D’autres facteurs que les capacités langagières ont donc été avancés pour expliquer leurs moindres performances. Kohen-Raz et Masalha (1988) montrent, par exemple, que des facteurs non-verbaux tels que certaines habiletés motrices peuvent être impliqués dans les difficultés des enfants sourds. Ces facteurs sont possiblement liés aux dysfonctionnements neurologiques que l'on trouve dans la population sourde (Kaga, March & Tanaka, 1981). Une autre hypothèse suggère que ce n'est pas la surdité en elle-même qui cause les difficultés en mathématiques mais que c'est la déprivation d'information et la moindre opportunité d'apprentissages "accidentels" (e.g., grâce aux chansons ou émissions enfantines) dont elle est la cause qui entraînent un moins bon apprentissage (Rapin, 1986).

En résumé, les rapports entre langage et nombre ne sont pas aussi étroits et directs que l’évolution des habiletés numériques chez l’enfant pourrait le laisser penser. Cette relative indépendance renforce l’hypothèse que les systèmes verbaux viennent se greffer sur les systèmes analogiques, antérieurs sur les plans phylo- et ontogénétique, décrits dans la partie III chez l’animal et le bébé.

Ces systèmes verbaux, dont le principe initial consiste à affecter une étiquette verbale unique à chaque numérosité, limitent l’usage spontané du nombre aux entiers naturels, comme le montre bien l’étude des peuples primitifs. C’est sans doute la raison pour laquelle l’introduction des fractions et des décimaux pose de tels problèmes aux enfants de l’école primaire. Ces difficultés et les moyens d’y remédier sont exposés dans la partie suivante.

VII Décimaux et fractions

Bolon (1993) rend compte d’une étude menée en novembre 1991 auprès de 135 élèves de 6e qui révèle que 65 % des enfants ne savent pas placer 9/4 sur une droite graduée de 0 à 3. Ces résultats ne font que confirmer ceux de Perrin-Glorian (1986). On y observe que plus de la moitié des enfants ont des difficultés avec les produits, l’écriture fractionnaire d’un décimal, l’écriture décimale d’une fraction, les approximations. Comme l’a montré Izorche (1977), ces difficultés sont loin d’être résolues au lycée. En outre, les erreurs observées ne sont pas dues au hasard mais sont reproductibles et persistantes, probablement dues à des représentations et conceptions non conformes. Ces conceptions erronées font ensuite obstacle à la suite de l’apprentissage. Nous distinguerons les conceptions erronées entretenues par les enfants concernant d’une part les décimaux, d’autre part les fractions.

Les décimaux

Brousseau (1983) distingue trois origines différentes pour les obstacles didactiques : ceux d’origine ontogénique qui surviennent du fait des limitations du sujet à un moment de son développement ; ceux d’origine didactique qui semblent ne dépendre que d’un choix ou d’un projet du système éducatif ; ceux d’origine épistémologique qui sont constitutifs de la connaissance visée. On retrouve parfois ces derniers dans l’histoire des concepts eux-mêmes, et il est illusoire de vouloir y échapper.
Les obstacles d’origine épistémologique trouvent leur source dans l’utilisation des décimaux pour la comptabilité commerciale qui fait qu’ils sont présentés au XVIIIe siècle comme des entiers avec une virgule servant à représenter les mesures. Ils perdent ainsi leur statut de fraction décimale. Cette fracture entre les fractions décimales et les décimaux populaires va se trouver accentuée par la scolarité obligatoire qui insiste sur les mécanismes de calcul indépendamment des justifications mathématiques. Ainsi peut-on lire dans les Instructions Officielles de 1923 pour le Cours moyen que l’étude des sous-multiples du mètre servira de base à l’introduction des décimaux, puisque « rien, logiquement, ne distingue les nombres décimaux des nombres entiers ». Cette conception est réaffirmée et renforcée par les programmes de 1945 dans lesquels les calculs sur les décimaux sont expliqués en les ramenant à des calculs sur des entiers par simple ou double changement d’unités. Actuellement, la rupture est officiellement consommée en France, où les programmes de 1970 ont introduit des constructions quasiment indépendantes des fractions rationnelles d’une part et des décimaux d’autre part.

Associer les décimaux à des mesures et les séparer du monde des fractions a créé un certain nombre d’obstacles didactiques qui provoquent des erreurs caractéristiques telles que penser que 8,35 est plus petit que 8,257 puisque 35 est plus petit que 257  (Comiti & Neyret, 1979), ou qui permettent des écritures ambiguës comme 1,850 kg = 1850 g, ce qui n’est vrai que si le nombre reste étroitement associé à l’unité de mesure.

Face à ces problèmes, Comiti et Neyret proposaient dès 1979 d’introduire les décimaux comme de nouveaux nombres qui présentent leur propre relation d’ordre telle qu’entre deux décimaux il est toujours possible d’en intercaler un troisième, qui permettent une approximation des nombres réels, et qui enfin constituent un outil dans les activités de mesure. Brousseau (1983) a pour sa part expérimenté une progression dans laquelle les décimaux sont présentés comme des rationnels (i.e ; des fractions décimales), les décimaux-mesure étant introduits comme des fractions particulières qui permettent d’approcher les rationnels, et pour lesquels les calculs sont plus simples.

Les fractions

Bien que les enfants aient de nombreuses occasions de les manipuler dans leur vie quotidienne (e.g., situation de partage), l'apprentissage des fractions est cependant très difficile pour la plupart d’entre eux (Clements & Del Campo, 1990). Diverses raisons ont été émises afin d'expliquer ces difficultés.

Tout d’abord, les toutes premières connaissances acquises par les enfants au sujet des fractions se basent quasi-exclusivement sur les situations de partage (Watson, Campbell & Collis, 1999). Cette conception des fractions comme "la partie d'un tout" empêche totalement les élèves de considérer les fractions comme des nombres. Cette utilisation d'un modèle inapproprié a des conséquences graves pour les apprentissages ultérieures, comme la résolution d'additions ou de multiplications de fractions. Une deuxième source possible de difficultés serait l’association faite par les enfants entre les fractions et des objets concrets, comme ils le faisaient pour l'apprentissage des nombres entiers. Le fait que les fractions évoquent une représentation concrète rend l'idée même d'opérations sur les fractions difficilement concevable par les enfants. Par exemple, il est difficile de concevoir l'addition d'une demi-pomme et d'un tiers de tarte et il est totalement impensable de multiplier un cinquième de pomme par trois quarts de tarte. Il est donc tout à fait primordial que l'enfant se détache des représentations concrètes afin de concevoir les fractions comme des nombres.

Il est toutefois à noter que d'autres auteurs préconisent au contraire de conserver le lien existant entre les fractions et leurs diverses représentations concrètes. Ce serait en multipliant les représentations concrètes associées à chaque fraction que les enfants pourraient abstraire le concept de fraction (Streefland, 1997). Enfin, contrairement à ce qui est observé dans le comptage ou la résolution d'opérations simples, les enfants n'auraient pas une connaissance intuitive des fractions en tant que nombres. Cela les conduirait à appliquer aux fractions leurs connaissances informelles acquises sur les nombres entiers (Gallistel & Gelman, 1992). 

En conclusion, les difficultés rencontrées par les enfants dans l’apprentissage des fractions peuvent être attribuées à la prédominance d'un modèle inapproprié, à l'utilisation de représentations concrètes, à la difficulté de concevoir les fractions comme des nombres, à l'application sans réelle compréhension de procédures calculatoires.

VIII La résolution de problèmes

La résolution de problème est au cœur des préoccupations pédagogiques telles qu’elles se manifestent aux travers des instructions officielles. Tous les textes récents insistent sur son importance et sa fonction. Toutefois, la résolution de problèmes demeure l’activité dans laquelle les élèves rencontrent le plus de difficultés, comme l’indiquent toutes les études internationales (Fayol, Barrouillet, & Camos, 1997). Ainsi, les processus cognitifs sous-tendant la résolution de problèmes font-ils l’objet de nombreuses études en psychologie. De même, la formulation et le contexte de présentation des problèmes, l’impact qu’ils ont sur les performances et les progrès des élèves sont au cœur des préoccupations des spécialistes de la didactique et des sciences de l’éducation.

Les problèmes verbaux : Le point de vue cognitif

Tous les chercheurs s’accordent pour admettre qu’il existe différents types de problèmes additifs et pour considérer que ces grandes catégories ne sont pas réductibles à l’opération mise en jeu. Pour résoudre un problème arithmétique à énoncé verbal, les sujets doivent posséder des connaissances conceptuelles relatives aux accroissements, diminutions, combinaisons et comparaisons. C’est sur cette base que les taxonomies ont été effectuées. La classification la plus connue est celle de Riley, Greeno et Heller (1983) qui distinguent trois grands ensembles de problèmes. En premier lieu, les problèmes de Changement impliquent tous au moins une transformation temporelle appliquée à un état initial et aboutissant à un état final. La seconde catégorie correspond aux problèmes de type Combinaison qui concernent des situations statiques (e.g., Marc a 5 billes, Luc a 3 billes, combien ont-ils de billes ensemble). Une troisième catégorie regroupe les problèmes de Comparaison dans lesquels il s’agit également de comparer des situations statiques à l’aide de formulations du type « plus de / moins de ». La validité écologique de cette classification a été attestée car d’une part, des problèmes du même type donnent lieu à des réussites décalées dans le temps (i.e., les problèmes de Comparaison et les problèmes à états initiaux inconnus sont les plus tardivement réussis). D’autre part, des types de problèmes différents, donnent lieu à des taux de réussite différents chez des sujets de même âge ou de même niveau scolaire.

La classification précédente repose sur les concepts d’accroissement, de diminution, combinaison et comparaison. Le seul auteur ayant établi une classification purement conceptuelle ne considérant ni l’action ni l’opération à effectuer est Vergnaud (1982) qui a isolé 6 catégories de relations en fonction de trois types principaux de concepts : la mesure, les transformations temporelles et les relations statiques. Le même Vergnaud (1983) a par ailleurs proposé une classification con,cetuelle des problèmes multiplicatifs.

Plus que l’opération à effectuer, la sémantique et la structure du problème déterminent pour une large part les performances et les stratégies des sujets. En effet, ces facteurs déterminent la forme, la nature et la difficulté de construction de la représentation. Pour Richard (1990), comprendre un problème c’est en construire une représentation. Or, cette compréhension peut s’effectuer par particularisation d’un schéma ou par construction d’une représentation particularisée de situation.

Un schéma est un ensemble de connaissances abstraites qui peuvent être définies comme les traces laissées en mémoire par les situations rencontrées précédemment et organisées en objet structuré ayant un certain nombre de propriétés caractéristiques (Kintsch & Greeno, 1985 ; Schank & Abelson, 1977). Ainsi, le sujet extrairait les caractéristiques invariantes de chaque catégorie de problème et constituerait ainsi des cadres correspondant à leur structure. Ces cadres, disponibles en mémoire à long terme, comporteraient un certain nombre de places vides (ou variables) qui seraient remplies (instanciées) par des informations spécifiques (des objets) fournies par l’énoncé. Ainsi, le sujet sélectionnerait le schéma correspondant à l’organisation relationnelle des données et mettrait en œuvre les procédures pertinentes. Le problème est alors résolu.

Cette conception rend compte du fait que certains problèmes sont plus difficiles à résoudre que d’autres par le fait qu’ils correspondent directement ou non à des schémas utilisables (Kintsch & Greeno, 1985). La théorie des schémas permet également de rendre compte de l’effet facilitateur du placement de la question en tête d’un énoncé arithmétique (Devidal, Fayol & Barrouillet, 1997). La question placée en tête, souvent porteuse de la structure relationnelle du problème, constituerait une information organisatrice induisant l’activation du schéma adéquat dès l’amorce de la lecture.

En l’absence de schéma disponible en mémoire à long terme, les sujets sont obligés de construire en mémoire de travail une représentation ad hoc de la situation problème dite modèle de situation (Kintsch, 1979) ou modèle mental (Johnson-Laird, 1983). Cette représentation est caractérisée par le fait qu’elle conserve les relations entretenues entre les divers éléments qu’elle intériorise. En effet, « pour comprendre un texte, nous avons à nous représenter ce dont il parle. Si nous sommes incapables d’imaginer une situation dans laquelle certains individus ont les propriétés et les relations indiquées par le texte, nous n’avons pas une réelle compréhension du texte » (Van Dijk & Kintsch, 1983, p.337). Il a été montré que les aides à la construction d’une représentation adéquate amélioraient les performances, soit en fournissant du matériel concret (Jaspers & Van Lieshout, 1994 a et b), soit en apprenant aux enfants à représenter les relations entretenues par les différentes quantités du problème sur des diagrammes (Willis & Fuson, 1988). Selon Stellingwerf et Van Lieshout (1999), ces deux méthodes permettent de construire le modèle de situation adéquat. 

La théorie des schémas et celle des modèles de situation ou modèles mentaux fournissent donc une interprétation des changements de performances en fonction des caractéristiques sémantiques des énoncés de problèmes. Cependant, ces performances ne dépendent pas exclusivement des caractéristiques des énoncés mais peuvent être dépendantes de caractéristiques inhérentes aux individus confrontés aux problèmes. En effet, une grande partie de la variance observée en résolution de problèmes verbaux est attribuable aux capacités de compréhension du texte (De Corte & Verschaffel, 1985 ; Cummins, Kintsch, Reusser, & Weimer, 1988). De même, comme cela a été montré pour la résolution d’opérations simples, les difficultés en résolution de problèmes semblent liées à des déficits en mémoire de travail (Passolunghi & Siegel, 2001 ; Swanson, 1994).

La résolution en contexte scolaire

Si on s’intéresse aux apprentissages scolaires, il est impossible de négliger la situation dans laquelle est plongé l’élève : dans une classe, avec un instituteur, à l’école. Certains (De Corte & Verschaffel, 1985) auteurs ont montré que la connaissance d’un schéma général, représentation de ce qu’est un texte de problème à l’école, était indispensable pour mener à bien la résolution. D’autres (Carpenter, Lindquist, Matthews, & Silver, 1983), en examinant les caractéristiques des énoncés et les objectifs des enseignants, ont expliqué comment ce schéma pouvait se construire, puis pouvait devenir une caricature de lui-même. C’est cette caricature qui permet d’expliquer l’apparition de comportements détachés du monde réel et de tout bon sens. Des travaux récents tentent de rétablir un contact entre monde scolaire et monde « de tous les jours » en présentant la résolution de problèmes comme une modélisation de situations réelles.

De Corte et Verschaffel (1985) ont suggéré qu’une partie des erreurs observées était imputable à l’absence d’un « Word Problem Schema», ou « WPS ». Ce schéma, formel et général, pilote la lecture de l’énoncé. Il est surordonné par rapport aux schémas sémantiques et relationnels évoqués plus haut et met en œuvre des processus d’interprétation pragmatiques qui s’ajoutent aux processus d’interprétation sémantique. Il engage des connaissances concernant la structure, le rôle, et les objectifs "du" problème arithmétique en général, tel qu'il est habituellement proposé à l'école. De Corte et Verschaffel (1985), mais aussi Brissiaud (1988), ou encore Coquin-Viennot (1996, 2000) ont montré que le WPS, absent au début de la première année d’école, semblait acquis par une majorité d’élèves vers 8 ans. Il est mobilisé sur la base du contexte situationnel (classe de mathématique) et du type de texte.

Ces connaissances pragmatiques sont rendues nécessaires par la nature stéréotypée des problèmes scolaires qui s’opposent aux problèmes quantitatifs de la vie réelle (Nesher, 1980). La raison de cet écart tiendrait à ce que les problèmes de l’école servent à enseigner l’arithmétique appliquée et non à résoudre des questions de la vie réelle. Les deux sont associés à des registres différents, sans correspondance. Gerofsky (1996) reprend l’idée que les problèmes à énoncés verbaux servent essentiellement à l’enseignement des algorithmes et qu’un ensemble de propositions implicites sont nécessaires à leur résolution : « le problème a une solution ; l’énoncé contient les informations nécessaires à la recherche de la solution ; aucune information extérieure à l’énoncé ne doit être utilisée; le problème est un « cœur » mathématique habillé en mots, et le travail de l’élève est de le déshabiller pour transformer les mots en formule arithmétique ou algébrique qui permettent de calculer la solution ; etc. ».

Il est facile de faire apparaître des erreurs qui manifestent les conceptions des élèves, en pratiquant des ruptures de contrat didactique (Brousseau, 1983, 1990) conduisant à une perte de sens (c’est l’effet « âge du capitaine ») ou à une déconnexion du monde réel (cf. les réponses 12,5 à la question « combien faut-il d’autocars de 36 places pour transporter 450 personnes ? Carpenter, Lindquist, Matthews, & Silver, 1983).

Ces réponses absurdes seraient attribuables au caractère stéréotypé de la plupart des problèmes à énoncés verbaux, celui-ci résultant du « classroom climate », autrement dit au contrat didactique résultant de l’objectif poursuivi par le maître (Gravemeijer, 1997). Verschaffel, de Corte, et Boghart (1997) ont montré que l’attitude de déconnexion de la réalité s’observe chez des étudiants d’instituts de formation des maîtres dans les Flandres au même titre que chez les élèves. Il n’est, dans ces conditions, pas surprenant que le phénomène perdure en classe.

Faire entrer la réalité en classe et réformer l’enseignement des problèmes à énoncés verbaux

A la suite de ces constatations, des propositions ont été faites pour tenter de remédier à la situation. Elles peuvent se résumer par « Il faut faire entrer la réalité en classe ». Deux solutions ont été proposées pour y parvenir. La première consiste à transposer un problème de la vie réelle en problème scolaire en évitant les simplifications abusives des situations présentées et en contraignant les élèves à des activités de recherche des valeurs nécessaires (Nesher, 1980). La seconde consiste à contextualiser les problèmes en plongeant un problème de type stéréotypé dans une situation réelle, en l’immergeant dans une histoire faite d’actions de la vie courante. Toutefois, les élèves ne sont pas forcément dupes de ces manipulations (Roth, 1996). Problèmes de l’école ou problèmes du monde réel ? Les deux sont nécessaires Ils correspondent à des objectifs différents pour le maître et à des activités différentes pour les élèves. En général, les bons élèves savent reconnaître le contrat didactique dans lequel ils se trouvent.

En accord avec les précédentes critiques et recommandations à l’encontre des pratiques traditionnelles d’enseignement des problèmes à énoncés verbaux, plusieurs chercheurs ont mis en place des programmes expérimentaux conçus pour identifier, et agir sur, les conceptions des élèves concernant les stratégies et attitudes en situation de résolution de problèmes. Par exemple, Verschaffel, De Corte, Lasure, Van Vaerenbergh, Bogaers et Ratinckx (1999) ont proposé la mise en place et l’évaluation d’un contexte d’apprentissage permettant de fournir à des enfants de CM2 les méthodes d’apprentissage appropriées pour acquérir des compétences ainsi que des croyances adéquates et des attitudes positives en résolution de problèmes. Le contexte d’apprentissage était fondamentalement modifié selon les quatre composantes suivantes : le contenu du cours, la nature des problèmes, les techniques d’enseignement et la culture de la classe.

En termes de contenu, le contexte d’apprentissage mettait l’accent sur l’acquisition d’une stratégie méta-cognitive globale aidant à la construction d’une représentation adéquate, à la planification d’une stratégie de résolution, à l’interprétation, à la formulation et à l’évaluation de la réponse. Un ensemble de problèmes réalistes (ou authentiques), complexes, différant de façon substantielle des problèmes traditionnels inclus dans les livres scolaires, ont été présentés sous différents formats (textes, articles de journaux, brochures, bandes dessinées, tableau). Un contexte d’apprentissage « en commun » était créé, dans lequel le rôle de l’enseignant était d’encourager et de motiver les enfants à « s’engager dans et à réfléchir sur ». Une nouvelle culture de classe était créée à travers la mise en place de nouvelles normes socio-mathématiques concernant l’apprentissage et l’enseignement des mathématiques. Les effets de ce nouveau contexte d’apprentissage ont été évalués grâce à un dispositif de « pré-test, post-test, test de rétention » auprès d’un groupe expérimental et d’un groupe contrôle. Les résultats montraient un effet de transfert positif du programme expérimental sur d’autres problèmes mathématiques plus traditionnels. L’analyse des écrits des enfants relatifs au test de résolution de problèmes montrait que l’amélioration des performances était associée à une augmentation importante de l’utilisation spontanée des stratégies heuristiques enseignées.

Des résultats identiques ont été obtenus par le « Cognition and Technology Group at Vanderbilt» (CTGV, 1997) qui utilise la technologie des vidéodisques pour confronter les élèves à des problèmes authentiques, riches et complexes et donnant lieu à de nombreuses alternatives de représentation, exploration et découverte.

Dans une certaine mesure, les caractéristiques d’une nouvelle approche de modélisation mathématique et de résolution de problèmes telle qu’illustrée par les deux exemples ci-dessus commencent à être mises en pratique dans les programmes, les livres scolaires et les tests mathématiques dans de nombreux pays. Cependant, il reste beaucoup à faire pour que l’enseignement prenne en compte le principe aujourd’hui avéré et partagé selon lequel les enfants doivent pouvoir mettre en relation les mathématiques enseignées à l’école et leur expérience de la vie courante, en d’autres termes, pour que les mathématiques fassent sens.

VIII Conclusions et perspectives

A l’issue de ce tour d’horizon des avancées actuelles de la recherche en ce qui concerne les savoirs et savoir-faire arithmétiques chez l’enfant, quatre conclusions principales semblent pouvoir être dégagées, lesquelles indiquent en retour quatre directions possibles d’investigation à court et moyen terme.

La première de ces conclusions est qu’il ne fait plus de doute aujourd’hui que les êtres humains disposent dès la naissance, ou très précocement, d’habiletés proto-numériques qui orientent le comportement des jeunes enfants dans les situations dont les aspects quantitatifs sont pertinents. Apparemment héritées de l’évolution et présentes chez d’autres espèces, ces capacités iraient au-delà d’un sens naturel et fondamental du nombre et de la quantité et incluraient une compréhension intuitive de l’arithmétique simple. Il semble donc que les approches pédagogiques puissent trouver dans ces conceptions intuitives une base sur laquelle fonder les premiers apprentissages sans craindre de détourner par là les enfants d’une réelle compréhension du nombre, de l’arithmétique, et plus généralement des mathématiques.

Le second point fort qui émerge de ce panorama de la recherche est la bonne connaissance que nous avons des processus qui gouvernent les acquisitions qui relèvent du cycle 1. En effet, même si certains aspects mériteraient d’être éclaircis, par exemple les processus qui permettent l’émergence de nouvelles stratégies, tout ou presque semble avoir été dit sur l’acquisition de la chaîne numérique verbale, son réinvestissement dans les procédures de quantification, et l’impact qu’ont ces dernières sur la création spontanée de stratégies permettant de résoudre les situations simples d’addition et de soustraction. Ces habiletés sur lesquelles nous avons le plus de connaissances sont aussi celles qui posent le moins de problèmes sur le plan pédagogique, comme l’apprentissage des algorithmes de calcul par exemple (Fayol, Barrouillet, & Camos, 1997).

Un autre aspect qui a donné lieu à de nombreux travaux et sur lequel nous sommes bien éclairés concerne les rapports entre langage et arithmétique. Les recherches en didactique comme en psychologie ont permis de dresser un panorama complet des différences interculturelles dues aux spécificités des diverses langues ainsi que des troubles qui résultent des difficultés de langage. Il apparaît que, sans constituer un obstacle insurmontable, l’opacité des langues européennes, et plus particulièrement du Français qui y ajoute la difficulté des dizaines complexes, contribue aux différences internationales qui sont systématiquement en faveur des pays asiatiques. Même si, comme nous l’avons vu, ces différences ne sont pas entièrement imputables à la langue, les langues qui rendent transparent le système décimal sont probablement les plus appropriées à l’enseignement de l’arithmétique, surtout si celui-ci ne constitue que le prélude à l’enseignement des mathématiques.

En effet, et ce sera notre dernier point, il semble que les difficultés commencent lorsque les habiletés élémentaires, et souvent spontanées, doivent être intégrées et réinvesties dans des habiletés plus complexes comme l’utilisation des décimaux, les opérations sur de grands nombres, la compréhension de l’écriture positionnelle et de ses rapports avec la base 10, ou encore la résolution de problèmes, qui demeure le principal écueil auquel se heurtent les enfants de l’école primaire. C’est bien, comme le suggère Dehaene (1997), dans le passage du nombre intuitif aux mathématiques que se situe la difficulté. C’est aussi là que nos connaissances sont les plus lacunaires. Sans prétendre à l’exhaustivité, quatre domaines au moins nous semblent alors requérir notre attention.

Le premier concerne justement les liens qui existent entre, d'une part, le système proto-numérique et les intuitions dont nous avons hérité grâce à l’évolution et, d'autre part le système numérique verbal. Les tentatives sont en effet rares qui ont pour objet l’étude de la cognition numérique dans la petite enfance, entre 2 et 4 ans. Il s’agit pourtant d’un moment clef du développement où il devrait être possible de déterminer si l’apprentissage du système numérique verbal s’appuie sur le système proto-mumérique préexistant, ou bien s’il s’agit de deux constructions indépendantes qui ne sont qu’ensuite, et difficilement, connectées. La réponse à cette question devrait permettre de décider si les approches pédagogiques du nombre à la maternelle doivent ou non s’appuyer, et si oui de quelle manière, sur les intuitions préverbales déjà présentes chez le bébé.

Le second a trait à la résolution des opérations à plusieurs chiffres. Si les opérations à un chiffre et leur résolution ont été très largement étudiées, on sait par contre peu de chose sur les obstacles psychologiques et didactiques auxquels se heurtent les enfants dans l’acquisition des algorithmes complexes qui constituent toujours une part importante des programmes. En effet, à l’exception de l’identification de quelques bogues, principalement dans la résolution des soustractions à retenue, rien ou presque n’est connu des processus en jeu dans l’acquisition et la mise en œuvre des algorithmes complexes de la multiplication ou de la division, du rôle qu’y jouent les connaissances conceptuelles ayant trait à la notation positionnelle, ou encore de l’effet en retour que peut avoir l’apprentissage de ces algorithmes sur les connaissances conceptuelles concernant les nombres et leur écriture. Ces travaux pourraient par exemple apporter un éclairage moins subjectif et passionnel aux débats concernant l’utilité de l’apprentissage de tels algorithmes et le rôle que doit jouer l’utilisation de la calculette et de l’ordinateur.

Une troisième perspective de recherche est offerte par les difficultés toujours vives que rencontrent les enfants avec les fractions et les nombres décimaux. Très peu d’informations sont en effet disponibles sur les processus cognitifs qui sous-tendent la compréhension et le traitement de ces nombres. Doivent-ils réellement, comme le suggèrent de nombreux didacticiens, être abordés comme de nouveaux nombres, ou doit-on s’appuyer sur la compréhension intuitive dont semblent disposer les êtres humains pour les nombres entiers ? Est-il réellement possible de les aborder comme des nombres totalement nouveaux lorsque le langage, dont nous avons vu l’importance dans les acquisitions numériques, les traite comme de simples nombres entiers accolés ?

Enfin, la résolution de problème demeure la difficulté majeure à laquelle sont confrontés les enfants ? Il est donc nécessaire de développer à la fois une meilleure compréhension des processus cognitifs en jeu dans cette activité et des stratégies didactiques plus efficaces que celles dont nous disposons. Cependant, l’analyse des processus cognitifs est rendue ardue par la complexité de la tâche à analyser. En effet, un modèle général de la résolution de problèmes nécessite l’intégration d’un modèle de la compréhension de texte, d’un modèle descriptif et dynamique de la structure des représentations quantifiées qui résultent de cette compréhension, et enfin d’un modèle rendant compte de la mobilisation et de la mise en œuvre des connaissances numériques nécessaires à l’atteinte des buts fournis par ces représentations. L’émergence d’un tel modèle est rendue d’autant plus difficile que ces trois points sont habituellement traités par des domaines de la psychologie cognitive souvent considérés comme distincts (i.e., la compréhension de texte, le raisonnement, l’arithmétique cognitive). Sur le plan didactique, les programmes visant à rendre les problèmes plus proches de la vie et à « faire entrer la réalité dans la classe » sont probablement une voie à explorer qui répond au vœu exprimé par Dehaene d’un enseignement des mathématiques qui ne coupe pas l’enfant de ses intuitions initiales. Il convient toutefois de rester prudent. D’une part, il n’est pas clairement établi que les enfants raisonnent nécessairement mieux sur les situations qui leur sont familières. D’autre part, les difficultés qu’ils rencontrent ne sauraient tenir au seul aspect figé et artificiel de l’énoncé type. Elles révèlent sans doute aussi des lacunes conceptuelles plus profondes.
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